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Uma das razfes por que vale a pena estudar equacdes diferenciais lineares com coeficientes
constantes é que das srvem como moddos matematicos de alguns processos fisicos importantes.
Uma &ea importante de aplicacdo é o campo de vibragGes mecanicas. Neste trabalho sera goresentado,
em particular, o sistema mass+-mola. Mais especificamente, ser4 analisado o comportamento do
movimento de uma mass pressa a uma mola nos casos de vibragbes sm amortecimento, com
amortecimento e superamortecimento. Tal andlise posshilita a licagdo de conhecimentos adquiridos
no Célculo Diferencial e Integral. Sera d@nda obtido o plano e fase do sistema, através do qual sera
analisada asua estabili dade. Observamos que esta é a principal contribuicdo dotrabalho, uma vez que
a andlise serd desenvdvida dravés do sistema de equacOes diferenciais ordinérias de primeira ordem e
ndo através da equacdo de segunda ordem, como € encontrado, em geral, nos livros didaticos. A
compreensdo deste trabalho € de fundamental importéncia para investigagbes <bre sistemas
vibratorios mais complexos.

O moddo matemético que descreve 0 movimento de uma massa presa a uma mola,
conhecido como csciladar harménico, é dado pela Equacéo Diferencial de 2°* ordem

d’y  dy
——+c—+ky=0. 1
dt> ot ; (1)
Primeiramente consideraremos 0 caso onck ndo havera aforca de arraste (c=0). Assm,
d?y
=—ky. 2
e ky (2)
Essa equacdo é euivalente ao sistema.
Cdx
= —ky, k>0
W
Hdt

Os autovalores dosistema sio A, = vkieA, = —ki, e asolugio geral é dada por
y= Clseng/Et) + CZCosg/Et)
X = x/E(Clcosg/Ft) - C23eng/Ft)) '

O nos interese é afuncéo y, solucdo da equacad (2), cujo gréfico é gresentado na

figural, paraosvalores x, =0, y, =1e k=2.

Figura 1 -Trajetéria no plano(t,y).
Dizemos que a equagdo (2) descreve um Movimento Harmdnico Simples, ou movimento
Sem amortecimento.
Vamos considerar agara aconstante c>0. Assm a Equacao (1) é euivalente ao sistema.



= —cx—ky, k>0
%E : (3)

_ —c++/c? -4k o

As raizes do polindmio caracteristico assciado a este sistema sdo A, = >

—-c-+c? -4k
A, = - Teremos que observar 2 casos

1. Se ¢? < 4k a viscosidade épequena caracterizando a vibragdo com amortecimento (Fig.
2), teremos que a solucdo é da seguinte forma

%RO%J: ngen 4k E%‘Z‘ .
%ﬁzm-ﬂc%%vi Fblm—czc%m : E%@

O gréfico da solucéo da equagéo (3), paraosvalores X, =0, y, =1 e k =2 éapresentado
na figura 2.

2. Se ¢? 2 4k aviscosidade éalta caracterizando a vibragdo com superamortecimento (Fig.
3), asraizes A, e A, o reais e negativas pois Vc> —4k <c, ¢,k >0. Se A, # A, obtemos as
solugdes

y = CleM +C2e™
x=A,CleM +A,C2e™
Neste caso, o gréfico da solugéo da equagdo (3), paraosvalores X, =1, y,=0e k=2 é
apresentado ra figura 3.
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Figura 2 - Trajetéria no plano (t,y). Figura 3 - Trajetéria no plano (t,y).

No caso que consideramos a viscosidade nula, podemos observar no grafico da solucéo y
gque o0 movimento € periddco, e portanto a massa ficaria eternamente oscilanda No entanto, isto ndo é
0 que ocorre em sistemas reais. Observando oseu plano e fase podemos concluir que o porto (0,0) é
ponto de eyuilibrio estave. Diferente do que foi visto no caso com viscosidade nula, observamos que
guando consideramos 0 amortecimento, 0 sistema se comporta como esperamos. Oscila em um
intervalo de tempo e depois tende a parar. Neste caso, foram analisados dais casos. No primeiro, a
viscosidade considerada foi pequena e neste sistema asolucdo demora um certo tempo para tender ao
porto de eyuilibrio. No segundo caso, consideramos a viscosidade alta e observamos que a solucéo



tende mais rapidamente para o ponto de equilibrio. Em ambos os casos, através do plano de fase
podemos concluir que o porto (0,0) é assntéticamente estavel.
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